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1 Fonctions multiformes

I. Soit la fonction multiforme:

f(z)=(z—-1)% (1)

e Quelle est la forme générale des déterminations de rang k de la fonction

f?

e Définir la détermination qui prend la valeur 23 au point z = 3 et qui
admet pour domaine de définition C privé de | — oo, 1].

e Quelles sont les valeurs de cette détermination sur les bords supérieurs et
inférieurs de la coupure.

On pose z—1 = pe?®T2k™ pour que le domaine de la définition soit C |—oo0, 1],

il faut couper le plan complexe par la demi-droite | — 0o, 1] donc 6 €] — 7, 7[. on
a fi(e) = phe
Au point z =3, ona 0 = 0 et p = 2. Donc fi(3) = 255", 1l suffit donc
de choisir, k = 0 pour avoir f;(3) = 23. Cest la détermination principle de f
définie par: A
fu(3) = pie¥ 0 €] —m,xl. (2)

Sur le bord inférieur de la coupure on a § = —mw et p =1 — x donc: fi(z) =
(1—2)se 7.

Sur le bord supérieur de la coupure on, § = w et p = 1 — x donc: fi(z) =
(1—xz)3e7.

II. Soit la fonction multiforme:

f(z) = (z=1) log(3 - 2) (3)

e Quelle est la forme générale des déterminations de rang k de la fonction

£

e Définir la détermination qui prend la valeur —im+/3 au point z = 4 et qui
admet pour domaine de définition C privé de | — oo, 3].



e Quelles sont les valeurs de cette détermination sur les bords supérieurs et
inférieurs de la coupure.

On considere la fonction f(z) = vz — 1 log(3 — 2).

1) Détail des notations et expressions de vz — 1
et log(3 — 2)

Posons z — 1 = re'01t2k™) ke 7 et z — 3 = roeil@ot2kom) ko e 7.
Comme 3 — z = —(2 — 3) = e"™(z — 3), on obtient successivement

log(3 — z) = lnrg + i(0p + 2kom) + i,
et - 0+2km
Vz—1=/re' 2z .

Nous obtenons donc :
fk,ko (Z) = {ln ro + 2(90 + 2]€07T) + i7T} \/;ei(%rgk7r , k,ko €Z.
Aupoint z=4,onably=0,7r9=1,0=0et r =3.
Pour obtenir f x,(4) = —imV/3, il faut et il suffit que e?*™(1+2ky) = —1 On
a donc deux possibilités soit:

P =1 et (14 2ky) =1.
e*m =1 et (14 2ko)=—1.

On a deux déterminations possible, si k est pair (par exemple k = 0) et kg = —1.
On obtient donc :

f(Z) = {lnTO + 7’90 - Zﬂ—} \/;ei%7 (9790) E] -, +7r[27 r> 07 ro > 0.

Dans le cas ol k est impair (par exemple k = 1) et kg = 0, on obtient :

f(z) ={lnrg + iby + i} (—\/;ei%) . (0,00) €] —m, 472, r>0,79 > 0.

2) Analyse sur le bord inférieur de la coupure

Deux régions apparaissent sur le bord inférieur de la coupure :
e Pour z=zx+iyavecx <lety<O0:
0=-m, Og=-m, r=1—2x, r9g=3-—um.
Pour la premiere détermination, on a :
f(2) = {In(3 — z) — 2im} (—ivI—1),
et pour la deuxieme détermination :

f(z) ={ln(3—a)} (ivV1l—2z).



e Pourz=zx+iyavecl <zx<3ety<0:
0=0, Og=-m, r=x—1, r9g=3-—u.
Pour la premiere détermination :
f(z) = {In(3 — z) — 2w} Vo — 1,
et pour la deuxieme détermination :
f(z) ={n(3 - 2)} (-Vz —1).
D’ou les deux déterminations possibles :
e*T =1 et (1+2k)=—1,

ou bien

e = 1.

3) Analyse sur le bord supérieur de la coupure
Sur le bord supérieur de la coupure, on distingue également deux régions :
e Pourz=x+iyavecz<lety>0:
O=m, Og=m, r=1—2x, rg=3—=x.

Pour la premiere détermination :

et pour la deuxieme détermination :
f(z) = {In(3 — z) + 2ir} (—ivV1 —z).
e Pourz=zx+iyavecl <z <3ety>0:
0=0, Op=m, r=x—-1, r9=3—=.
Pour la premiere détermination :
f(z) =In(3 —2)Va — 1,
et pour la deuxieme détermination :

f(z) ={ln(3 — z) + 2in} (—Vz - 1).



2 Fonctions holomorphes

f<z>:{ o )

Est-ce que f est holomorphe ? Pour z = = + iy, on a f(x,y) = % =
z2+y

z2—y? . —2xy

\/x2+y \/ac2+y
On poste P(z,y) =

P 2 —2zy
2+ = et Qz,y) = Vet

aP(x,w:a( 2’ —y ) 5
O AR
TR - ) o

x2 +y?
3@ (z,9) 2 —2xy
dy Va2 2 ) @)
2$(\/ y?) — (_Qxy)\/x;/TyQ
1‘2 + yQ (8)

Les conditions de Cauchy-Reiman ne sont pas vérifiées donc la fonction f n’est
pas holomorphe.
Soit

1
Viw,y) = oy — 5o ©)

Trouver U tel que f(z) = U(z,y) + iV (x,y) soit holomorphe.
Pour que f soit holomorphe, il faut que f vérifie les conditions de Cauchy-
Reimann:

8V(x,y) S S 8U($ay)

= = 10
p Y By (10)
oV (z,y) U (z,y)
DY gy = Y 11
oy zy p (11)
Donc en intégrant 1’équation (10) on trouve;
1
Ulz,y) = 39° =’y + g(x) (12)
Pour déterminer la fonction g(x) on utilise I’équation (11), on a:
WD) oy 4 g/(a) (13)
Donc g(z) = constante.
Lsg o
Ulw,y)=3y° —a"y +c (14)



