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1 Questions de cours

Soit la famille A = {€},8&,...,€,} une famille de m vecteurs dans un espace
vectoriel U.

e Définition d’une famille génératrice : La famille A est dite génératrice
de U si tout vecteur de U peut s’écrire comme une combinaison linéaire
des vecteurs de A.

Définition d’une famille libre : La famille A est libre si aucune com-
binaison linéaire non triviale des vecteurs de A n’est égale au vecteur nul.

e Si A est une base de U, alors U est de dimension finie m, c’est-a-dire
dim(U) = m.

e Sous-espace engendré par A : Le sous-espace engendré par A, noté
Vect(A), est I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs

de A.
Soit 'application linéaire définie par :

f: R" SR
{ X s AX (1)

e La matrice A est de dimension n X n.

e Noyau de f : Le noyau de f, noté ker(f), est Pensemble des vecteurs
X € R™ tels que AX = 0. C’est 'ensemble des solutions de ’équation
homogene AX = 0.

e Sidet(A) =0, alors le noyau de f n’est pas réduit au vecteur nul, ce qui
signifie que la dimension du noyau est strictement positive.

e Théoréme du rang : Le théoreme du rang stipule que pour une appli-
cation linéaire f, la dimension de 'image de f (son rang) et la dimension
de son noyau vérifient la relation :

dim(Im(f)) + dim(ker(f)) =n



e La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

e Vecteur propre et valeur propre : Un vecteur propre de A est un
vecteur non nul ¥ tel que AY = A¥ pour un certain scalaire A. Ce scalaire
A est une valeur propre de A.

2 Application linéaire

Soit f : R? — R? ’application linéaire définie par :
flx,y,2z) = (—17x + 3y + 9z, —bdx + Ty + 27z, —12x + 3y + 72)

La matrice de I'application linéaire f dans la base canonique de R3 est :

17 3 9
Myp=|-54 7 27
12 3 7

La trace de My est la somme des éléments diagonaux :

trace(My) = —17T+7+7= -3

Le déterminant de My est donné par :

det(Mf) =4

Pour la base B = {(1,0,2), (0, —3,1),(1,2,1)}, la matrice de f dans cette
base se calcule a ’aide des coordonnées des images des vecteurs de la base
B dans la base B, soit:

f(gl) = f(laO’Q) = (13();2) = 51

f(§2) = f(O, -3, 1) = (0,67 _2) = 25{ . (2)
flbs) = f(1,2,1) = (=2,-13,1) = 3by — 2b3

donc,
1 0 0
Matss(f)= (0 -2 3 3)
0 0 -2
e La matrice de passage de la base B vers la base canonique est donnée par:
1 0 1
P=|0 -3 2
2 1 1

e L’inverse de P se calcule a ’aide du pivot de Gauss et on obtient :

-5 1 3
Pl=14 -1 =2
6 -1 -3

o P~ !M P représente la matrice de f dans la base B qu’on a calculé précédemment
Matp,s(f).



3 Diagonalisation des matrices

3.1 Exercice 3.1

On considere la matrice A € M3(R) :

-1 4 =2
A=|—-4 7 =2
-4 4 1

e Le polynome caractéristique de A est donné par det(A — Al3), soit :

-1-A 4 -2
det —4 T—-A =2
—4 4 1—A

En développant ce déterminant, on obtient :
Pa(A) = =X+ 722 — 150+ 9
e Les valeurs de A pour lesquelles det(A — AI3) = 0 sont les racines de ce
polynéme : A} =3, Ay = 1.
e Le rang de la matrice A — 31 est 1.
e On a apres calcul immédiat:
Aty = 1y, Atiy = 3ty, Atls = 33 (4)

Les vecteurs w1, s et 3 sont donc des vecteurs propres associés aux
valeurs propres respectives 1, 3 et 3.

e La matrice de passage de B a la base canonique est :

1 1 0
P=11 11
1 0 2
e L’inverse de P est :
2 -2 1
Pl=1|-1 2 -1
-1 1 0

e PlAP =

S O =
o w o
w o o



Les puissances de la matrice A sont données par : Posons A =

O O =
o w o
w o O

Ona P 'AP =A donc A= PAP 1.

AF = (PAP™ Y = PAP 'PAP~!.. . PAP~! = PA*P~!
kfois

1 0
Deplus: A* = 0 3% 0 | Un calcul du produit matriciel PA*P~1
0o o0 3*
2-3F —2423F 1-3F
nous donne: A*¥ = (PAP~Y)F=|2-23% —2433F 1-3F
2-23" —2+23" 1



